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APRESENTACAO

2

Este livro é resultado de estudos realizados no ambito do
Programa de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia da Universidade do
Estado do Pard - PIBID - UEPA, realizado junto a professores da
rede publica de ensino e estudantes de Licenciatura em Matematica

da UEPA Campus X, no municipio de Igarapé-Acu, no Nordeste do
Estado do Para.

A proposta apresenta uma pesquisa de abordagem qualitativa
em que levantamos a discussao sobre a adequacao da Teoria dos Nds,
um componente do ramo da Geometria chamado Topologia, como
componente a ser adaptado ao curriculo de Matemética do Ensino
Bésico, em espacial ao anos finais do Ensino Fundamental e Ensino
Meédio.

A pesquisa iniciou com um levantamento histérico-
epistemologico sobre a Teoria dos Nos, evidenciando trabalhos como
o de Colin (1994), Dias (2014) e Santos (2014) que nos subsidiaram a
construgdo de uma oficina, a qual nos possibilitou a discussao como
o grupo e reflexdao sobre pontos necessarios a proposi¢do do tema em
niveis mais elementares de ensino, como por exemplo: as habilidades
e competéncias associadas, as tarefas necessarias a apresentacao do
tema e nivel de complexidade das tarefas propostas.

N3ao fora nossa intencdo exaurir o tema, mas tdo somente
levantar argumentos para o inicio de uma discussdao do objeto nds
como possibilidade de existéncia nos programas de ensino basicos.

Apesar deevidéncias exitosasa exploragao efetuada, a proposta
constitui um singelo convite aos leitores para uma aproximacao ao
tema para que possam por si mesmos avaliar a possibilidade da Teoria
dos N6s como objeto de vossas consideracdes no ensino de Geometria.

Os Autores.
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uando falamos em nds, geralmente pensamos naqueles
nds que estdo presentes em nosso cotidiano como, por
exemplo, aqueles que fazemos no cadarco do sapato, na gravata ou
no fio de um short. Ha também outros nds possiveis, associados a
trabalhos que exigem amarracdes complexas como no alpinismo, na

marinha, no transporte de cargas pelos caminhoneiros, dentre outros.

Os primeiros indicios sobre os nds apontam para a Idade da
Pedra, quando as civilizacdes ja se utilizavam de nds em tarefas diarias,
como no antigo Egito em que usavam e valorizavam de forma especial

0s n0os, tal como os nos encontrados nas famosas tumbas dos farads.

Segundo Rolland (2004, p. 5) outros povos também se
utilizavam dos nds em suas tarefas didrias, como os incas que
utilizavam os nds como uma linguagem e uma simbologia escrita. Essa
pratica adquiriu uma forma muito sofisticada, na qual elaboravam um
sistema complexo e engenhoso que lhes permitia figurar operacdes

numéricas necessarias a vida cotidiana.

Para Rolland (2004), o que caracteriza os nds utilizados
por essas civilizagdes é sua estrutura instavel, realizada a partir de
uma ou varias cordas (cabos, linhas etc.) com o objetivo de uni-las a
um objeto, uni-las entre si e também com o objetivo de encurtar as
cordas. Contudo, podemos perceber a utilizagao dos nds em processos

matematicos simples utilizados por estas civilizagdes.

Em tempos mais recentes um matematico e fisico alemao
desenvolveu uma teoria que se utilizava dos nds para explicar um
numero finito de auto interseccdes, e chamou seus estudos de Teoria
dos Nos. Contudo, ndo obteve muito sucesso em suas pesquisas,
que s6 mais tarde ganharam o interesse de outros matematicos, que
se propuseram desenvolver a Teoria dos Nos no ramo da Geometria

Topolégica dos objetos.
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Este processo de formalizagdao dos nds para um meio cientifico
nos despertou interesse em desenvolver uma abordagem para a
Matemaética do Ensino Basico. Nessa perspectiva, acreditamos que
esse objeto que mora essencialmente no Ensino Superior, possa ser

acessado nas Escolas do Ensino Basico. O que nos faz considerar tal

possibilidade é que esse objeto (16 matemdtico) possui um paralelo no
cotidiano (16 do cotidiano) que é muito natural na vida das pessoas, e
que sao utilizados no dia a dia em vérias atividades. Essas atividades
nos dao a entender que existem possibilidades dos aspectos técnico-

tedricos dos n0s serem acessados em niveis mais elementares de ensino.

Com esta perspectiva em mente, buscamos trabalhar na
explicitacdo dos subsidios epistemoldgicos da Teoria dos Nos de modo
a sustentar sua pratica por meio de tarefas passiveis de tratamento
no Ensino Basico. Para isso nos valemos de nossa participagdo no
entdo Grupo Colaborativo de Educacdo Matematica - GCEM, que
nos auxiliou na discussdo e aplicacdes de tarefas e construgdo de
sequéncias didaticas em dinamicas de formacao inicial e continuada

de professores de matematica.

Nossas dindmicas no grupo também nos possibilitaram avaliar
ser necessario ampliar os espagos de discussao sobre a Geometria no
Ensino Bésico. Sobretudo, explorando conceitos do ramo topolégico,
e a Teoria dos Nos poderia contribuir com esse aspecto no ensino da
matematica nas escolas.

A partir de discussdes e investigacoes sobre o tema, buscamos

responder a seguinte questao:
Em que termos podemos abordar a Teoria dos Nos no Ensino Bdsico?

Para responder a essa questdo de pesquisa estabelecemos
o seguinte objetivo: investigar e explicitar os subsidios técnicos

e epistemolégicos que sustentam a discussdo acerca dos nds nio-
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matemdticos e nos matemdticos no contexto do Ensino Bésico de

matematica.

Para atender a este objetivo partimos de algumas
especificidades, como: explicitar relacdes entre os nds do cotidiano e
0s n0s matematicos; estabelecer uma transicao dos nos do cotidiano ao
processo de construcdo de nds matemiticos; estabelecer um processo de
construgao de ambos os nds; estabelecer os subsidios para o tratamento

da Teoria dos Nos enquanto contetido de aprendizagem matematica.

Esta pesquisa consisteem umaabordagem de cunho qualitativo
e estd estruturada da seguinte forma: Capitulo I: Epistemologia
dos Nos, Histéria dos Nos nao-matematicos, Construcao de um N6
matematico, Movimentos de Reidemeister e o Inverso de um Ng;
Capitulo II: Métodos da pesquisa, Participantes e Local de Pesquisa,
Uma proposta de ensino dos Nds no Ensino Basico; Capitulo III:
Anélise de resultados, Descricao e andlise da sequéncia de atividades;
Consideracoes Finais e Referéncias.

Adotamos referenciais como Colin (1994), Dias (2014) e Santos

(2014) que nos possibilitam discutir o emprego dos nds sob uma 6tica

da Topologia e como objeto didatico no ensino de Geometria.
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1.1 Historia dos Nos nao-matematicos

egundo Rolland (2004), muito antes da criacdo das
modernas cordas sintéticas, j4 se elaboravam efetivas
cordas com fibras de vegetais e se faziam nds com peles de animais
para suas tarefas diarias. Os primeiros indicios apontam que na Idade
da Pedra os cacadores j& usavam alguns nds para a elaboracdo de
armadilhas, assim como também estavam presentes em suas roupas e

na fabricagdo de seus abrigos.

Figura 1 - Construcao de Abrigos. Figura 2 - Construcao de Abrigos.

4

Fonte: Conselho de Arquitetura e Urbanismo/RN.

O surgimento desses nds em diferentes culturas nos leva a
concluir que foram as variadas necessidades diarias que impuseram
o surgimento e desenvolvimento dos ndés enquanto tecnologia.
Para melhor sustentar esse entendimento voltemos no tempo e
contemplemos algumas praticas didrias que evidenciam o emprego

dos nos.

Um dos nds mais antigos que se conhece foi descoberto em
1923, apos varias escavagdes no Egito, que trouxeram evidéncias de
um 76 utilizado como um lacre da camara secreta que guardava o
sarcofago de Tutancamon. A corda com o nd permaneceu la por 3.245

anos.
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Figura 3 - Lacre da Camara Secreta de Tutancamon.
) R e R Rei3Pom

.

irvne = 4

Fonte: GRIFFITH (2006).

Por estasimples evidéncia, podemos avaliar que a humanidade
comegou a adaptar os nds as suas necessidades ha milhares de anos,
nas atividades mais simples como amarrar objetos até fun¢des mais
complexas como as evidenciadas pelos antigos Gregos, Egipcios
e Romanos, que usavam os nds com alguma complexidade nas

construgdes de edificios, pontes e fortificagdes.

A qualidade artistica e tecnolégica dos nés da antiguidade, de
civilizagdes como a Egipcia, Grega e Romana, nos trazem evidéncias
de que ja usavam quase os mesmos 16s que sao atualmente conhecidos.
Existem documentos historicos sobre nds relacionados a civilizagao
egipcia em que eram conhecidas regras simples de mensuragao e
demarcagdo de linhas divisérias de terrenos nas margens dos rios
e outras utilizadas na construcao das pirdmides. Por exemplo, os
egipcios utilizavam a relagdo 3* +4* = 5% para obter angulos retos

durante suas construgdes, empregando como ferramenta uma corda
de 12 nos'.

1 Os antigos egipcios usavam uma corda de 12 nds igualmente espacados para determinar a
perpendicularidade entre duas retas, ou seja, para verificar a existéncia de um angulo reto.

17
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Figura 4 - Mensuracao de Terras Egipcias.

Fonte: MUZAS (2014).

Rolland (2004), afirma-nos que se algo caracteriza o ser
humano ¢é sua incansével busca por conhecimentos, de forma que
a evolucdo ndo parou, logo as técnicas implantadas na elaboracao
dos nds experimentaram um importante avanco entre os séculos
XVI e XVIII, impulsionados pelo auge das viagens maritimas. Neste
contexto, os n0s de marinheiros sdao o alicerce de muitos outros nds

usados atualmente.

Figura 5 - N6 Oito para Encoramento.

Fonte: RELEIGH (1998, p. 34).

Entretanto, quando falamos matematicamente de nd, nao
nos referimos a exatamente a esses nds que estdo presentes em nosso
cotidiano, pois os nds que citados até agora, em geral, tém suas

extremidades soltas. “Podemos entdo afirmar que um né matematico
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¢ uma curva poligonal simples e fechada no espaco tridimensional”
(SANTOS, 2014, p. 27).

1.2 Construcao de um N6 Matematico

Ao tomarmos um pedaco de corda e darmos um “né-cego”,
colando as suas duas extremidades juntas para formar um laco atado,
o resultado é uma corda que nao tem pontas soltas e que é realmente
amarrada, formando, assim, um modelo do no matemaitico chamado no
trevo.

Figura 6 - Formando um N6 de um pedaco de corda.

MG\G &

Fonte: Colin, (1994, p. 01).

No campo das ciéncias exatas as pesquisas sobre nds tiveram
uma longa histéria, passando por varias investigacdes diferentes.
Contudo, mesmo depois de diversos estudos em relacao a Teoria dos
Nos, ainda pouco se sabe sobre suas propriedades matematicas. Nos
com “poucos” cruzamentos ja foram classificados, mas nao todos os
nos existentes. A classificacdo dos nds ainda é um problema em aberto
da Matemética.

A Teoria dos Nos teve origem com Carl Friedrich Gauss
(producao de 1825-1844), que foi um matematico, astronomo e fisico
alemao. Para Gauss a teoria deveria classificar curvas planas fechadas
com um numero finito de auto intersegdes (SANTOS, 2014, p. 31).

Fora da Alemanha um fisico chamado William Thomson
(1860) investigou a Teoria dos Vortices sobre uma abordagem na Teoria
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Atomica®. Para ele o mundo era constituido por um fluido invisivel
chamado éter, em que os &tomos seriam os vOrtices e neles teriam os
nos. Os nos seriam entao definidos como parte das substancias que
constituem tudo no Universo. Mas essa teoria de William Thomson

nao resistiu por muitos anos (DIAS, 2004).

Na tentativa de explicar os diferentes tipos de matéria,
William Thomson hipotetizou que os dtomos eram meramente nds
no tecido deste éter. Thomson estava errado. Em 1887, o experimento
de Michelson-Morley demonstrou que nao havia éter para o nd. Apds
isso, um modelo mais preciso de estrutura atdmica foi concebido no

final do século XIX e os quimicos perderam o interesse em nés (COLIN,
1994).

Ainda assim, os matematicos ficaram intrigados com os nds.
Um século de trabalho sobre a teoria matemaética dos nds a tornou um
subcampo da matematica chamado Topologia, no qual se estudam
as propriedades de objetos geométricos que sdo preservadas sob
deformacgoes.

O fisico e matematico escocés Maxwell (1868) sentiu interesse
no tema e o aprofundou seus estudos na topologia dos nds. Seu objetivo
principal era encontrar uma forma de definir quando duas projecoes se
assemelhavam a um mesmo 16 ou enlace em um espaco tridimensional.
Logo em seguida ele veio a desenvolver um sistema de catalogacao
entre cruzamentos e arcos, para o qual definiu que um arco era uma

linha da projecdo de dois cruzamentos.

Maxwell também delimitou algumas regides com arcos. Essas
delimitacOes feitas por ele foram de grande valor para entendermos
mais sobre a teoria. As delimitacdes dos arcos e seus movimentos

ajudaram o matematico alemdo Kurt Reidemeister em sua pesquisa

2 Para William Thomson (1860), o modelo atomico consiste em 4tomos que sdo formados por um
conjunto de tubos vértices fechados no Eter - infinito, incompressivel, homogéneo e sem atrito.
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sobre diagramas de nds. Reidemeister enfatizou movimentos
semelhantes aqueles descobertos por Maxwell, conhecidos hoje como

movimentos de Reidemeister.

Para um melhor entendimento sobre os movimentos de

Maxwell e depois de Reidemeister vejamos as delimitagdes feitas por

Maxwel.

Figura 7 - Regides Delimitadas por I, II e III Arcos.

O L1 LK

Fonte: SANTOS (2014, p. 21).

Depois de apreciar a Teoria dos Vortices de Thomson, o fisico e
matematico escocés Peter Guthrie Tait ndo se sentiu satisfeito com tal
conceito e resolveu elaborar uma tabela que, em 1876, definiu como
sendo uma tabela completa dos nds. Com esta tabela ele esperava
estabelecer uma relacao de compatibilidade com a teoria atéomica de
Thomson.

No periodo em que trabalhava no desenvolvimento de sua
tabela, Tait interessou-se também por invariantes. Invariante é algo
que nao se altera ao aplicar um conjunto de transformacdes. Na Teoria
dos Nos, os invariantes verificariam a equivaléncia, ou nao, entre dois
nos através de seus diagramas. Logo ele poderia identificar a existéncia
de nds que poderiam ser transformados de destros para canhotos’, sem

variacoes em seu sistema.

Os trabalhos realizados por James W. Alexander e Kurt

Reidemeister foram os que trouxeram mais relevancia para o

3 Nobs destros e canhotos tratam de imagens de nés espalhados um do outro.
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desenvolvimento da Teoria dos Nos, mesmo com pesquisas inicialmente
diferentes. Uma vez que, Alexander desenvolveu sua pesquisa por
intermédio de congregacdes de equivaléncia, j4 o Reidemeister

desenvolveu sua pesquisa através de congregacdes fundamentais.

Com o progresso da pesquisa de Alexander acerca das
congregacdes de equivaléncia® ele conseguiu desenvolver um
polindmio invariante de nds, enquanto Reidemeister conseguiu
mostrar que existe uma sequéncia de trés movimentos de um enlace que
engloba todas as projecdes, que ficou conhecido como os movimentos

de Reidemeister. Abaixo os tipos de movimentos de Reidemeister.

Figura 8 - Tipos de movimentos.

@»:)»/\/) (:.> ->:) \E/\é\/i\

Tipo L Tipo I Tipo III
Fonte: SANTOS (2014, p.36).

Para compreendermos a definicao de nds no meio matematico
que vamos abordar neste trabalho, devemos nos atentar para algumas
consideracdes. Inicialmente devemos ter um breve conhecimento
sobre o que vem a ser uma curva poligonal fechada em um espago
tridimensional (R?), sendo um nd poligonal um conjunto de segmentos
de retas em R*®. Para entender melhor tal definicio consideremos
o seguinte exemplo: sejam trés pontos consecutivos em um dos
segmentos de um poligono fechado. Esses pontos sdo colineares, e
mesmo eliminando o ponto P2 que se localiza entre os pontos P1 e P3
do segmento de reta, ainda ficamos com um mesmo né poligonal, mas

com um distinto conjunto ordenado de pontos.

4 Dois n6s matematicos sdo equivalentes se um pode ser transformado no outro por meio de uma
deformacao de R3 em si mesmo (isotopia do ambiente).
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Figura 9 - Nos triviais poligonais definidos por distintos conjuntos de pontos.

P4 P3

Pq P2 P3 Pq P2

Fonte: DIAS (2004, p. 18).

Essa definicdo mostra a importancia de sua representacdo
dentro da Teoria dos Nos, pois considera que um conjunto ordenado
(P4, P2, ..., Pu) define um no poligonal. Entdo nenhum subconjunto
que nao seja seu proprio ordenado define o mesmo nd. Logo, cada
um dos elementos determinados sao vértices de um nd poligonal.
Analisando o n6 trevo poligonal fica evidente que ele ndo possui trés

pOl’ltOS colineares.

Figura 10 - N6 trevo poligonal.

Fonte: DIAS (2004, p. 18).

Para melhor entender as nocdes basicas da Teoria dos Nos,
tomamos em medida um 16 poligonal simples e fechado em R?, para
o qual podemos representar com diagramas de segmentos de retas
no plano. Para melhor percepgao dos nds vamos interpretemos os nds
como curvas planas e nio como segmentos de retas em R?, pois sua

~ 2 . . 11
representacdo em R” traria um grau de maior complexibilidade em

seu entendimento.
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Figura 11 - Diagramas do né trevo.

Fonte: DIAS (2004, p. 20).

Na Teoria dos Nos um diagrama é constituido por uma unido
de curvas planares em que os arcos se intersectam nos cruzamentos.
Com isso, aos arcos que ndo sao descontinuados dizemos que estao por
cima, ja os dois arcos que possuem uma descontinuidade dizemos que
estdo por baixo no cruzamento, como podemos observar na imagem
a seguir:

Figura 12 - Diagramas dos Nés: Trivial, Trevo e Oito.

O & &

Fonte: DIAS (2004, p. 20).

E possivel constatarmos nas figuras, que no diagrama do
no trevo existem 3 cruzamentos e 3 arcos, ja no diagrama do 16 oito
existem 4 cruzamentos e 4 arcos, e no diagrama do n¢ trivial nao
existem cruzamentos e nem arcos. Esta igualdade estd presente para
todos os diagramas de nds, observando os diagramas dos nds trevo
e oito podemos perceber que em cada cruzamento temos trés arcos,
todos os nds com oito cruzamentos podem ser representados por
diagramas.

Um diagrama de um né pode ser considerado alternado

quando percorrendo o diagrama encontramos cruzamentos alternados
24
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por cima e por baixo. Mas existem nds que nado podem ser simbolizados

por diagramas alternados, como por exemplo o né oito.

Figura 13 -Diagrama alternado / Diagrama nao alternado.

7

S

Fonte: DIAS (2004, p. 21).

1.3 Movimentos de Reidemeister

Como ja foi abordado neste trabalho a contribuicdo de
Reidemeister para a Teoria dos Nos, vamos fazer um breve estudo com
relacdo aos movimentos determinados por este pesquisador, mas é
importante lembrar que todos os 1ns sao semelhantes entre si quando
podem ser transformados um no outro, considerando distor¢des no
espaco R®. Estes nds sio representados cada um por um diagrama,
estando os nds em um ambiente isotépico, isto é, onde seus movimentos
podem ser continuos dentro do R?, e assim podem ser transformados

em outros 710s, ou um no outro.

Reidemeister definiu esses movimentos como uma forma de
modificar o diagrama de um nd, permitindo transformar os seus arcos

e alterar os seus cruzamentos. Deste modo, classificou-os em:

[Ry] = Movimentos simples que consistem em arrastar ou
puxar os arcos que constituem o 16, sem que seja introduzida qualquer

modificacao nos cruzamentos.

[R;] = Movimento que introduz ou remove uma torgao no

diagrama.
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Figura 14 - Movimentos de torcao.

KO~ "=

Fonte: DIAS (2004, p. 21).

[R2]1 = Movimento que introduz ou remove dois cruzamentos

que cruzam ambos por cima ou ambos por baixo.

Figura 15 - Movimentos que alteram os cruzamentos.

~ ~
5 — > < )
~N ~
Fonte: DIAS 2004 p- 22

Existem varios outros movimentos que Reidemeister
desenvolveu, mas ndo é de nosso interesse aprofundé-los, pois
correspondem a situagdes mais profundas da teoria e que ndo vamos

abordar neste trabalho.

1.4 O INVERSO DE UM NO

Como ja definimos, um 16 é um conjunto de segmentos de retas
poligonais em R? eseesse conjunto de segmentos de retas poligonais
é constituido por infinitos pontos (P1, Pz, ... , Pa), considerando que
os pontos definem um sentido ao nd, entdo temos que o conjunto (Pn
, Pu—1, ..., P2, P1) determina um sentido contrario ao primeiro. Logo,
podemos afirmar que o inverso de um né poligonal K, definido por
um conjunto ordenado de pontos (P1, Pz, ..., Pa) é 0 n6 —K definido
por (P, ..., Pz, P1).

Ao analizarmos as definicdoes acima com cuidado, é possivel
percebermos que um 16 inverso é o mesmo nd, apenas se apresenta

com sua orientacdo inversa. Assim, é plausivel afirmar que, para

26




NOCOES DE TEORIA DOS NOS

o conjunto de pontos (Pi, Pz, ... , Pu) existem vérias combinagdes
possiveis que podem representar o mesmo ndé. Como exemplo, temos
(P3, P4, ..., Pu, Py, P2) que possui as mesmas combinagdes que (P1, Pz
, e P).

Para melhor entendermos essa definicao, vamos observar a

figura a seguir:

Figura 16 - Representacdo poligonal do né trevo orientado.

Py Psp /‘ P,

Fonte: SANTOS (2014, p. 51).

Por meio da figura podemos enumerar varias sequéncias de
pontos diferentes, como (Pz, Ps, ... , Pu, P1), (Ps, P, ... , Pu, P11, P1)),

dentre outras, e todas essas representam o mesmo no.

1.5 Teoria dos Nés e Ensino

Segundo Santos (2014), a Teoria dos Nos quando aplicada ao
Ensino Basico proporciona uma boa oportunidade de entendimento
da geometria ao aluno, pois ele ira construir seu conhecimento
geométrico pela manipulacao de formas fisicas.

[...] a Teoria dos Nés carrega consigo uma enorme capacidade
de tratar formas geométricas no campo pratico do estudo, pois
a compreensdo da teoria depende também da construcdo de
modelos fisicos. Dessa forma, os nds mateméticos possuem o
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poder para otimizar a ligagdo entre teoria e pratica nas aulas [...].
(SANTOS, 2014, p. 79)

Dessa forma, essa reflexdo salienta que a Teoria dos Nos se
apresenta como um instrumento didatico-metodolégico pertinente,
capaz de formar alunos que compreendam os conceitos matemaéticos
topolégicos. Sendo a Topologia o ramo da Geometria que estuda
os Espagos Topologicos. Essa geometria estuda as transformacdes
continuas sendo o estudo em que comprimento, angulos e formas
podem sofrer modificacdes continuas e reversiveis. E interessante
observar que na Topologia um tridngulo pode ser transformado
em um quadrado, e um quadrado em um circulo sem perder suas

caracteristicas topologicas.

Figura 17 - Deformacdes Topolégicas.

& C

Fonte: SILVA & LEIVAS (2012, p. 03).

Em Topologia todas as formas geométricas sao uma s6, porque
ela estuda somente as propriedades que ndo se alteram com as
transformacdes continuas, ou seja, as que estdo presentes na
continuidade, por isso ela é também chamada de geometria da
borracha, pois trata das propriedades de posicdo que ndo sdao
afetadas por mudancas de tamanho e forma, quando movidos.
Assim, a Topologia é o estudo das propriedades geométricas que
permanecem inalteradas mesmo que se estique, que se encolha,
que se torca, que se corte, torca e cole novamente no mesmo
sentido do corte (RISSI, 2008, p. 08).

Apesar das patentes diferencas entre as geometrias
convencionais e a Topologia, Rissi (2008) adverte que atividades
préticas sobre Topologia parecem estar dissociadas da realidade dos

alunos do Ensino Basico. Evidenciamos, portanto, que um importante
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saber matemédtico vem sistematicamente sendo negligenciado no

Ensino Bésico.

Para uma possivel abordagem nas escolas, os conceitos de
Topologia devem ser desenvolvidos de forma efetiva, oportunizando
que os alunos experimentem dindmicas e situagdes que lhes auxiliem

na percepcao de outras geometrias, para além das comumente

trabalhadas nas escolas.
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E sta pesquisa se caracteriza por umaabordagem qualitativa,
que se desdobra em duas etapas: uma bibliografica,
com o estudo de obras e referéncias sobre a Teoria dos Nos; e outra
exploratéria, em que discutimos os resultados da formacdao de um
grupo de professores submetidos a uma sequéncia didatica que

explora os conceitos elementares dos nos.

2.1. Participantes e Local de Pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida com 20 participantes, sendo eles:
professores da rede ptublica de ensino e estudantes da licenciatura em
Matematica, bolsistas do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao
a Docéncia (PIBID) e ndo bolsistas, todos participantes do Grupo
Colaborativo de Educacao Matematica - GCEM, na Universidade do
Estado do Para - UEPA, localizada no municipio de Igarapé - Acu -
PA.

Para preservar a identidade dos participantes envolvidos na
pesquisa, utilizaremos o prefixo P, para identificar os integrantes da
amostra acompanhado de um namero que correspondera unicamente
aquele sujeito.

2.2. Uma Proposta de Ensino da Teoria dos Nés no Ensino
Basico

Para a implementacdo da proposta didética sobre os nos,
adotamos uma abordagem qualitativa, em que levantamos inameras
discussdes sobre o tema por meio de uma oficina, em que questionamos
a possibilidade dos nds enquanto um objeto de ensino do Ensino

Basico.

Para a realizacdo dessa discussdo, fora desenvolvida uma

sequéncia didatica em que trabalhamos a epistemologia dos nds do
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cotidiano, a origem da Teoria dos Nos no campo das ciéncias exatas, as

principais caracteristicas dos n6s matematicos e suas propriedades.

Inicialmente disponibilizamos aos participantes alguns nds do
cotidiano e matematicos para a manipulagao livre, e desenvolvemos
uma sequéncia de atividades, explorando técnicas construtivas sobre
os nos do cotidiano e dos nds matemiticos, que nos auxiliaram na

dinamizacdo das discussdes sobre os objetos e tarefaras executadas.

A dinamica fora suportada teoricamente por Zabala (1998) e
Oliveira (2013), que nos orientam sobre a organizacdo de sequéncias
didaticas com objetivos bem definidos e explicitos aos professores e
alunos, de modo que possam aprender com as dinamicas e contribuir
com os pesquisadores na construcdo do conhecimento e de novos

saberes.

As tarefas que propdem a caracterizacdo e diferenciacdo entre
0s nos matemdticos e os nds do cotidiano possibilitou aos participantes
da oficina uma experiéncia ltidica e construtiva de modelos fisicos dos
nds e sua apropriacdo formal enquanto um ente geométrico. Como

retratamos a seguir:

Atividade 01

Apresentamos uma breve abordagem histérica na qual
exploramos os nds do cotidiano e os nds matemiticos, seus empregos e
processos de constru¢ao matematicos, objetivando que os participantes
tivessem uma perspectiva sobre a origem dos nds e percepgao sobre os
nds matemadticos. Esta atividade foi desenvolvida para oportunizar um

primeiro contato dos participantes com os nds e a formalizagdo dos nds

matematicos.
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Atividade 02

Apobsaabordagemhistorica,disponibilizamosaosparticipantes
alguns nos do cotidiano e nés matemdticos. A tarefa consistia em que
analisassem os nés apresentados e fizessem a sua diferenciagdo em
nds matemdticos e ndo-matemdticos, justificando e argumentando as suas
percepcdes. Esta atividade também oportunizou tecermos diferengas

e similaridades entre os tipos de nos.

Atividade 03

A partir da diferenciagdo entre os nds matemditicos e nao-
matemdticos, desenvolvemos uma terceira tarefa, na qual levantamos
aos participantes os seguintes questionamentos: Existem nds presentes

no cotidiano que podem se tornar nds matematicos?

A partir disso, disponibilizamos pedacos de cordas para os
participantes e os motivamos com a apresentacdo de construcdes
de alguns nés do cotidiano. Com isso, os participantes fizeram
manipula¢des para avaliarem se os nés construidos poderiam se

transformar em nds matematicos.

O capitulo a seguir nos apresenta alguns resultados dessas

atividades.
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3.1. Descricdo e analise da sequéncia de atividades

primeira atividade da oficina se deu pela apresentacao
histérica dos nds, na qual foram apresentadas técnicas
de utilizacdao dos nds por varias civilizagdes e suas multiplas fungdes.
Com a apresentacdo dos nds, percebemos que os participantes
demostraram estar surpresos por um simples nd, que esta presente
no nosso cotidiano, ter um paralelo que possui uma formalizacao

matematica conhecida como a Teoria dos Nos.

Ap6s a socializacdo do processo histérico-epistemolégico
dos nds, houve uma discussao, em que indagamos os participantes se
os nos do cotidiano apresentados poderiam se transformar em um né

matematico.

Evidenciamos que nao eram todos os nds apresentados que
poderiam se transformar em nés matematicos, pois para caracterizar
um né matemadtico precisam ser cumpridas algumas caracteristicas
como: ndo ter extremidades soltas e dois cruzamentos consecutivos

ndo podem ser semelhantes.

Na sequéncia, realizamos um questionario com as seguintes

perguntas:

1. O que vocé entende sobre os nds presentes no cotidiano?

Justifique.

O objetivo da pergunta foi para verificar se os participantes
conseguiram entender as mdaltiplas fun¢ées dos nds presentes no

cotidiano. A seguir transcrevemos algumas respostas dos participantes:

P1: Compreendo que seja para utilidade de algumas
agoes, que necessitam dos nds para executar
determinada prdtica ou trabalho, pois esses nos dao

mais firmeza em amarragoes.
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P2: Entendo que os nds sdo utilizados para fins
rotineiros, por exemplo: nds de cadarco, roupas e

cordas, dentre outros.

P3: Entendo que é algo que podemos “amarrar”, como

por exemplo: no de cordas de rede, né de cadarco de

sapato etc.

P4: Os nos estio presentes em nosso cotidiano e nas
coisas que fazemos. Como nos do cadarco, punho de
redes, nos de marinheiros, entre outros.

Avaliamos que os participantes reproduziam em suas
respostas as mesmas exemplificacdes constantes nos textos de nossas
apresentagdes. Se de um lado constatamos ter havida a assimilagao
do conceito de nés cotidianos, fica-nos a divida se seriam capazes de

extrapolar os exemplos para outras situagdes nao discutidas.
2. O que vocé entendeu sobre os nds matemiticos? Justifique.

O objetivo da pergunta foi o de verificar se os participantes
conseguiram assimilar as caracteristicas dos nds matemiticos. Algumas

respostas sdo ilustradas abaixo:

P1: E um objeto matemdtico que diferente do né
do cotidiano, ndo possui extremidades e mora

essencialmente no ensino superior.

P2: Sdo nds que ndo perdem suas propriedades
ao serem manipulados pois possuem um carditer
topologico.

P3: Sdo nos que podem ser manipuldveis, que tem sua

propria teoria.
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P4: Sdo nods que parecem com os do cotidiano,
mas ndo tem extremidades e tem suas proprias

particularidades.

Mais uma vez as ponderacdes do grupo apresentam
similaridade com o que lhes foi apresentado. Do ponto de vista
técnico suas respostas se aproximam da definicdo de nés matematicos.
Contudo, parece nao abstrairem a ideia de que ao tratarmos os nods
matematicos, entes geométricos pertencentes ao ramo da Topologia,
por serem matematicos, nao possuem de fato materialidade fisica, pois
constituem abstracdes topologicas como os demais entes da geometria.

Entendemos, deste modo, que uma pratica de sala de aula
deva incorporar a sequéncia didatica uma tarefa de passagem da
interpretagdo e representacdo fisica dos ndés do cotidiano e dos noés

matemadticos, para o campo abstrato da topologia.

Nasegundaatividade, foramdisponibilizadosaos participantes
alguns nds do cotidiano e matemidticos. Com isso, eles deveriam fazer a
distin¢gdo de ambos os nds, esta atividade foi muito construtiva, pois
todos os participantes conseguiram diferenciar os nds com algumas

caracteristicas. A seguir estdo as respostas dos participantes.

P1: A diferenca é que os nds do cotidiano tém “ponta solta” e no
matemdtico sao curvas fechadas.

P12: Um no do cotidiano é utilizado em tarefas diarias que
necessitam amarracoes, j4 os nds matemdticos podem ser utilizados no

Ensino de Geometria.

P3: Um no matemadtico diferencia-se de um no do cotidiano, pelo

fato de terem suas propriedades e suas manipulagdes

P9: Umas das principais diferengas é que o né matemdtico ndo

tem extremidades ao contrario do 1o do cotidiano.
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Consideramos que a tarefa teve éxito, pois o grupo apresentou
boa compreensao sobre a diferenciacdo dos nés do cotidiano e seu
paralelo matematico. Todavia, parece-nos necessario incrementar
a atividade com outras subtarefas de modo a superar a ldgica

simplesmente manipulativa dos nés, para uma légica mais reflexiva a

quelide com as propriedades tedricas dos nés, como suas manipulagdes

a partir das contribuigdes de Reidemeister.

Apo0s a apresentacao da epistemologia dos “nds matemdticos”
e “ndo-matemiticos”, foi desenvolvida uma terceira atividade na qual
apresentamos ao grupo um video ensinando como construir alguns
nos do cotidiano. Entretanto, os participantes tiveram algumas
dificuldades nesse processo de construgao, o que nos levou a auxilia-
los.

Figura 18 - Auxilio na constru¢ao dos nds.

aown 00

T

Fonte: Acervo pessoal (2018).

Figura 19 - Auxilio na constru¢do dos nds.

=
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"
Fonte: Acervo pessoal (
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Depois da dindmica, indagamos aos participantes se aqueles
nos do cotidiano apresentados poderiam se transformar em um né
matematico. Para a realizagdo dessa atividade foram disponibilizados
pedacos de cordasefitasadesivas. Paraa construcao das representacdes
dos nds matemidticos ditamos algumas limitagdes ao processo de
construgdo, como: limitar o nimero de cruzamentos para no maximo
4, considerando o que evidenciamos nas reflexdes de Santos (2014).

Obviamente, essa tarefa vai se tornando muito dificil a medida
que o nd possui um namero maior de cruzamentos, mas essa
preocupacdo pode ser contornada, uma vez que construir todos
os nos conhecidos ndo é o objetivo principal do estudo a nivel
de ensino médio. E suficiente construir alguns ndés com uma
quantidade pequena de cruzamentos para uma manipulagdo
leve e acessivel ao estudante do ensino bésico (p. 79).
Neste processo, percebemos que alguns participantes
tiveram dificuldades em identificar se o né do cotidiano apresentado
se caracterizaria como um né matematico ao juntar as pontas. Assim

surgiram algumas perguntas, como: Por que nado é um no matematico?

Explicamos que aquele n6 tinha dois cruzamentos consecutivos
semelhantes. Mas é importante considerar que, se mudassemos a
configuracdo visual terfamos sim um né matematico, j4 que dois nds

consecutivos semelhantes nos indicam que a representacdo pode ser

simplificada para uma configuragdo mais simples com menos pontos.
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Figura 20 - N6 que ndo possui as caracteristicas matematicas da Teoria dos Nos.

2

Fonte: Acervo pessoal (2018).

Ap0s essa discussdo os participantes identificaram que dois
nos do cotidiano apresentados se transformam em nds matemadticos. Os
nos que sofrem essas transformacdes sdo: o né conhecido popularmente
como “no cego”, que se transforma no né matematico “trevo” e o “no de

algema” que se transforma no né matemdtico “trivial”.

Figura 21 - N6 cego desenvolvido por participante.

Fonte: Acervo pessoal (2018).
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Figura 22 - N6 trevo desenvolvido por participante.

Fonte: Acervo pessoal (2018)

Figura 23 - N6 trivial desenvolvido por participante.

Fonte: Acervo pessoal (2018).

Figura 24 - N6 de algema desenvolvido por participantes

Fonte: Acervo pessoal (2018).
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A fim de analisar as perspectivas e dificuldades dos

participantes, realizamos alguns questionamentos, como:

1. Quais foram as suas dificuldades na construcao dos nds do
cotidiano e nés matemadticos?

P1: Minha maior dificuldade foi na construgio dos
nos do cotidiano.

P2: Confesso que minha maior dificuldade foi na
construcdo dos nos matemdticos, devido suas

particularidades.

P3: Muitas, pois nunca tinha me deparado com nos
matemdticos como os tais apresentados na oficina.
Tive dificuldade na manipulagio por serem mais

complexos do que o do cotidiano.

E possivel inferir que a dificuldade em se trabalhar com os nds
se deve mais ao desenvolvimento perceptivo e motor dos participantes
doqueemvirtude dacomplexidade dastarefas propostas. Especulamos
que criangas teriam maiores éxitos na manipulacao dos materiais, haja
vista que nao estariam tolhidas pela possibilidade de errar, situagao
esta que ja estamos acostumados a vivenciar em outras praticas do

grupo, por serem adultos.

2. Quais toépicos da oficina mais despertou o seu interesse?
Justifique.

P1: As abordagens historicas em relagio aos nos, que

estd presente em diversas dreas. E principalmente,

das discussoes sobre as pesquisas e aplicagoes dos

nos. Além disso, as construcoes dos nos realizados na

oficina
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P3: A epistemologia dos nds do cotidiano e a sua

importancia na vida dos individuos.

P14: A parte em que foi mostrado um video com a
construgdo de diferentes tipos de nos e suas origens.

O carater informativo parece ter sido o que imperou na
percepcao dos participantes. De certo modo este comportamento ja
nos era esperado. Quando um conjunto de informagdes tras novos
conhecimentos, os quais ndo se possua um construtor prévio que
possa ancora-lo, o que se dara maior atengdo e propriedade é aquilo
com o que ja possui certa relacdo. Isto é, como a Teoria dos Nos, algo
do ramo da Geometria chamado de Topologia lhes propde avancar
para além da ideia de uma Geometria espacial classica, habitualmente
trabalhada no ensino e passivel de similaridade com o cotidiano, o
primeiro ponto de apoio, portanto de conforto é o que justamente
associa 0 novo ao que ja se conhece, e que neste caso sdo as aplicacdes

cotidianas dos nds.

E importante salientar aqui justamente a importancia de se
avancar para outras formas de pensar e agir em relacdo a Geometria,
e uma forma de realizar esta pratica é avancando as discussdes de
sala de aula para outras percepcdes espaciais, que encerram outras
l6gicas de estruturacdo e linguagem. Assim, os estudantes estardo
preparados para perceber nas relacdes do mundo outras facetas antes

nao percebidas.

3. De acordo com a apresentagdo da oficina e as discussoes
levantadas, essa teoria pode ser trabalhada no Ensino Basico no estudo
de Topologia?

P1: Sim! Pois foi possivel realizar algumas

manipulagoes que tratam de formas geométricas.
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P4: Sim! Pois realizamos manipulagoes com
modelos fisicos de uma geometria pouco conhecida e

interessante.

Algumas colocagoes ratificam a possibilidade de emprego da

Teoria dos Nos como componente curricular no Ensino Basico. Contudo,
advertimos ser necessario um sério aprofundamento em termos de
formacao de professores paralidarem coma Topologia e a Teoria dos Nos
do modo que tais saberes necessitam, sem que sejam reduzidos a meros
coadjuvantes no grande roteiro da Geometria Cléssica. Evidenciamos
isso quando P1 nos fala sobre a possibilidade de “realizarmos algumas
manipulacdes que tratam de formas geométricas”. Ndo nos é claro se
estd assumindo a existéncia de novas formas geométricas ou se estd a
reduzir os n6s a um conjunto de formas como as que observamos na

Geometria Euclidiana.

As experiéncias na execugdo desta oficina, além de necessarias
a exploragao de novas ideias para se trabalhar a Geometria no Ensino
Bésico, evidenciam ser a discussdao e manipulagao dos nds excelentes
préticas para a o desenvolvimento de habilidades matematicas como

concentragao, representagao do observado e percepcdo espacial.

O quadro abaixo apresenta, ao nosso ver, algumas das
competéncias e habilidades que poderdo ser desenvolvidas pelos
alunos em matematica ao longo do Ensino Médio. Essas competéncias
e habilidades estdo de acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM), com a matriz do novo Exame
Nacional do Ensino Médio (novo ENEM), com o Sistema de Avaliacao
da Educacdo Basica (SAEB), bem como com as orientac¢des curriculares
para o Novo Ensino Médio, publicadas recentemente pelo Ministério
da Educacao (MEC).
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Tabela 1. (MEC/BRASIL, 1999, 2008, 2009) Competéncias e Habilidades em
Matematica.

Competéncias da Area Habilidades Especificas em Matematica

e Descrever situagdes do cotidiano que
gerem modelos matematicos.

e Converter linguagem natural em

Representar e comunicar

linguagem matematica.

e Dominar o uso de ferramentas e

objetos da matematica.

e Realizar observacoes.
Compreender e investigar
¢ Formular questdes.
fenémenos, intervindo em situagdes
) e Estabelecer relacoes.
reais.

¢ Planejar e fazer experimentos.

Fonte: BRASIL (2009).

Desse modo, a Teoria dos Nos vem com o intuito de intensificar a
relacado entre teoria e pratica nas aulas, pois auxilia no desenvolvimento
de competéncias e habilidades de individuos diante de novas situacdes
de ensino e aprendizagem, bem como proporciona o trabalho com
objetos que estdo presentes em diversas atividades do cotidiano e que

ndo sao foram devidamente exploradas até entdo pela escola.

Como sintese das atividades desenvolvidas na oficina,
verificamos que a primeira atividade foi um momento de supressa
para os participantes, por ser um primeiro contato com os n6s sob uma
perspectiva diferente, pois foram apresentados técnicas construtivas
de manuseio em diversas civilizagdes, desde seu surgimento ao
processo de adaptagdo e formalizacdo matematica feita por Gauss
(producao de 1825 - 1844), que se denominou Teoria dos Nos. Com isso,
podemos caracterizar o desenvolvimento da atividade como bem-
sucedida, pois ap6s uma discussao com os participantes verificamos
que todos compreenderam o surgimento dos nds e construiram
uma percepgao dos nds matemdticos. Além disso, os participantes
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estabeleceram algumas relacoes dos nds do cotidiano apresentados com

suas atividades cotidianas, o que despertou ainda mais o interesse.

Na segunda atividade, percebemos que os participantes
conseguiram destacar as principais caracteristicas que diferenciam
um n6 do cotidiano de um né matemdtico. Sob essa perspectiva,
evidenciamos que os participantes retiveram os conhecimentos

especificos necessarios para diferenciar ambos os grupos de nds.

A partir disso, na terceira atividade os participantes tiveram
algumas dificuldades na construcdo dos nds do cotidiano. Entretanto,
conseguiram construir os modelos matematicos a partir de breves
discussdes, nas quais apontam a possibilidade de aplicacdo da
Teoria dos Nos como conteido matematico do Ensino Béasico, embora
acreditemos que a Teoria dos Nos nao se trata de um tema trivial,
portanto ndo deve ser tratada de modo ingénuo com os estudantes.

Podemos afirmar que a Teoria dos Nos carrega consigo uma
enorme capacidade de tratar formas geométricas no campo
pratico do estudo, pois a compreensdao da teoria depende
também da construgdo de modelos fisicos. Dessa forma, os nds
matematicos possuem o poder para otimizar a ligagdo entre
teoria e pratica nas aulas, fato suficiente para justificar o estudo
(SANTOS, 2014, p. 79).

Parece-nos evidente que a Teoria dos Nos possui um enorme
potencial cientifico e educacional, e acreditamos ser possivel acessa-la
desde o Ensino Fundamental até o Ensino Superior. Esta agdo também
possibilita a utilizacdo dessa teoria como meio para interligar e ao
Ensino Superior com o Ensino Bésico, atribuindo significado a certas

situacdes que carecem de apreciacdo nos anos elementares do ensino,

mas que s6 possuem espaco de tratamento no Ensino Superior.
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Opresente trabalho teve como objetivo analisar uma
abordagem da Teoria dos Nés para o Ensino Basico
de Matematica, como estratégia didatica para o ensino das formas

geométricas presentes na Topologia.

A partir de discussdes realizadas com os professores da rede
publica e graduandos da Licenciatura em Matematica, mobilizadas
por meio da aplicacdo de atividades pratico-reflexivas em uma oficina,
foi-nos possivel inferir que a Teoria dos Nos pode ser desenvolvida no
ambiente Escolar. Em especial do 6° ao 9° anos do Ensino Fundamental
e ao longo do Ensino Médio, pois pode ser trabalhada com modelos
fisicos para a aprendizagem da percepcdo espacial, bem como seu
aprofundamento se desdobra em conteddos como: polindmios,

sistemas de equagdes, matrizes etc.

Nessa perspectiva, acreditamos no potencial da Teoria dos Nos
como subsidio ao tratamento de temas matemadticos ja presentes no
sistema de ensino, indicando que nosso processo de investigacao tem
nos propiciado evidéncias de que o tema dos nds pode nos auxiliar
na construgao de tarefas promotoras de discussdes e racionalidades
pelos alunos que contribuem para seu desenvolvimento perceptivo,
l6gico e dedutivo; habilidades estas imprescindiveis a aprendizagem
da matematica. Desse modo, a abordagem nos proporcionou verificar
que a Teoria dos Nos pode ser vidavel como estratégia de ensino, desde
que sejam feitas algumas adaptacgoes.

Nesse sentido, deixamos o convite para que professores de
matemadtica e educadores em geral observem o potencial da Teoria
dos Nos, pois é sem davidas um instrumento de ensino da Geometria
que despontara nos préximos anos, sobretudo, associado a principios
computacionais e exploragdes de outras l6gicas de pensamento, ainda

pouco exploradas no Ensino Basico brasileiro.
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